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Z~~~nf~~g-In der Arbeit wurdedie allgemeine Methode von Galerkin zur Best~mmung der mittleren 
Zeitkonstante von D~usionsvorg~ngen ausgenu~t. Nach der Bestimmungeiner Sprungantwort wurden die 
allgemeinen Beziehungen abgeleitet, die die Ber~cksichti~ng der Randb~ingungen verschiedener Art 

ermoglichen. Die Methode wurde an einigen ~rechnungsb~spielen erliutert. 

1. EINLEITUNG 

EINE REM von technischen Problemen verbindet sich 
mit der Notwendigkeit der Bestimmung von ap- 
eriodischen Ausgleichsvorgangen, die man durch die 
parabolischen partiellen Differentialgleichungen be- 
schreiben kann. In mehreren Fallen reicht es, fiir die 
pr~tischen Ziele, die Kenntnis der Dauer eines 
instation~ren Zustandes und der r~umlichen 
Feldverteilung in einem station&en Zustand. Die 
station&en Felder werden mit Hilfe der elliptischen 
Differentialgleichungen beschrieben, die im Vergleich 
zu den parabolischen Gleichungen, leichter zu l&en 
sind. Die Dauer eines instationaren Zustandes des 
Feldes T(P, t) kann man auf eine bequeme Weise mit 
Hilfe der mittleren Zeitkonstante [Z, 3, 131 

bestimmen, wobei Pein beliebiger Punkt des Raumes ff 
ist. 

Die vorliegende Abhandlung bildet eine Fortsetzung 
des in der Arbeit [S] beriihrten Themas, jedoch die im 
folgenden dargesteIite Methode umfasst eine breitere 
Problemenklasse. Die Methode ermijglicht die mittlere 
Zeitkonstante, der mittels der Wlirmeleitungs- 
gleichung und der Randbedingungen verschiedener 
Art beschriebenen Felder zu bestimmen, wahrend die 
in [3] angegebenen Beziehungen nur im Fall des 
Dirichlet’schen Randwertproblems gelten. 

2. DAS VORLIEGENDE RANDWERTPROBLEM 

Es soli die zweimal differeRzierbare F~ktion T(P, t) 
in jedem Punkt P des Raumes B mit einem sttickweise 
glatten Rand I folgende Gleichung 

div [n(P) grad T(P, t)] = C(P) T -Q(P, t) (2) 

* Diese Arbeit entstand in Ralnnen der Zusammenarbeit 
mit dem Institut fur Mathematische Maschinen in Warschau. 
Der Autor dankt dem Institut fiir die Fiirderung seines 
Forschungsprogramms und den Zutritt zu einigen EDVA- 
Systemen. 

die Anfangsbedingung 

T(P,O) = T,(P) 

und die Randbedingungen 

CT(P, t)- T*(P, r)l,r, = 0 

(3) 

(4) 

[ 1 Az+dT =o 
P&S 

(5) 

(6) 

erfiillen, wobei I = Ii u Tz u I3 und Tin Ij = 0 
(i, j = 1, 3 ; i $ j) ist. Bildet die Koordinaten- 
funktionenfolge {q$(P)} einen reellen, normierten, 
linearen Raum H(Q) der in fi definiten Funktionen, SO 
kann man die angenaherte Losung z(P, C)E H,(O), 
wobei H, ein Unterraum des Raumes H ist, in der 
folgenden Form darstellen 

T#, r) = #*(P, r)+ <W(P), Y(r)), (7) 

wobei E#*(P, t)]r,r, = T*(P, t). 
Das Symbol (.;) bedeutet ein Skalarprodukt 

der n-dimensionalen Vektoren ((U, V) = CT= ]. UiUi). 
Die unbekannten Funktionen tii(t) kann man nit Hilfe 
der allgemeinen Methode von Galerkin [6, 7, 151 
bestimmen. Gem&s der Methode sol1 die L&sung der 
Dgl. (2) die Orthogonalforderung [ 151 

8T 
C- -Q-div(1grad 7’)]#id0 = 0 

at 

(i = 1,2,...,n) (8) 

erfiillen. Aus der Identitat 

div (2 grad T) = AAT+ grad /1. grad ?; (9) 

dem Green’schen Gesetz und den Bedingungen (5) und 
(6) folgt 

ss 
df2 

n 
(lgrad&grad T’+C4i:-Q+i 

> 

+~~~40idT+S~~~~~idT=O 

(i = 1,2 ,...) n). (10) 

613 
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BEZEICHNUNGEN 

A, C symmetrische Matrizen {Uij}i,j= I,“, 

Icijli,j= 1.n 

B, D Spaltenmatrizen {biji= I,“, {di}i= 1,” 

C(P) Funktion der riumlichen Variablen 
Q(P, t) Funktion der inneren Quellen 
T(P, t) instationarer Ausgangsvorgang 
T”(P, t) n-te Naherung der Funktion T(P, t) 

a, R Abmessungen 
S Variable der Laplace’schen 

Transformation 

w(P) Waagefunktion. 

Griechische Symbole 
CD(P), ‘u(t) Spaltenfunktionsvektoren 

{4i(p)~i=l,n~ {tii(t))i=l,n tl, B, 
I) 1 Koeffizienten einer Potenzreihe 

!P) 

Eigenwerte 
differenzierbare Funktion der 
raumlichen Variablen 

r(P) mittlere Zeitkonstante 
H(a), H,(a) lineare Funktionenraume. 

Nach der Einsetzung der angenlherten Losung (7) 
in (lo), erhalt man schliesslich ein System von ge- 
wohnlichen linearen Differentialgleichungen erster 
Ordnung 

n 

= +(SS I 
j=l n 

Igrad~igrad~jdn+Sr~a~i~jdT) 

+-+ 
j=l dr ss R C’i’jdR 

= jIo[(Q-cz)&-igrad4*gradd,] 

x-jr2 cW-jr, W*hdr 

(i = 1,2 ,...,n). (11) 

Die Anfangswerte Y(0) bestimmt man mit Hilfe der 
Methode der kleinsten quadratischen Abweichungen 
[ 10, 111, nach 

ss 
w(P)[ Tn(P, 0) - T,(P)]’ dn = Minimum. (12) 

n 

Aus der Minimalforderung ergibt sich ein System von 
linearen, algebraischen Gleichungen 

W(P)~i~j dn = 
n n 

x w(P)T,(P)&dn, (i = 1,2,. ..,n) (13) 

wobei tijo = $jO) und w(P) eine Waagefunktion ist. 
Die Losung des Differentialgleichungssystems (11) 

stdsst oft auf Berechnungsschwierigkeiten, die sich u.a. 
mit der Stabilitlt der Methode verbinden. Dieses 
Thema wurde in den letzten Jahren in einer Reihe von 
Arbeiten besprochen. In der Arbeit Cl.51 wurde die 
Methode dargestellt, die sich auf die Approximation 
mit Hilfe der Pad& und Tschebyschev-Polynomen 
stiitzt. In anderen Arbeiten wurden sogennante A- 
stabile (always stable) Methoden [4, 91 (z.B. Crank- 
Nicolson-Verfahren) oder die ADI-Methoden 
(alternating-direction iterative [5, 91) und ADG- 

Methoden (alternating-direction Galerkin [6, 71) 
vorgeschlagen. 

3. DIE MITTLERE ZEITKONSTANTE 

Eine wesentliche Bedeutung fur die Bestimmung der 
dynamischen Eigenschaften des Objektes hat die 
Kenntnis der Sprungantwort. Aus ihrer Laplace’schen 
Transformation 7’(P, s) = 6R [T(P, t)] kann man, dem 
Duhamel’schen Theorem [8, 10) gem&s, die Antwort 
auf einen beliebigen Eingangsvorgang finden. 
Deswegen wird weiter vorausgesetzt, dass T(P, t) eine 
Sprungantwort auf einen der folgenden VorgHnge 
Q(P, t) = Q(P)* l(t), 4*(P, t) = 4*(P)* l(t) oder q(P, t) 
= q(P). l(t) ist, wobei l(t) eine Einheitssprungfunktion 
bildet. 

Wendet man die beiderseitige Laplace’sche Trans- 
formation auf das Differentialgleichungssystem (11) 
an, so erhalt man die Beziehung 

= [jn[(t - Cm*)&i-tgrad$*grad$i]dD 

-i( jr*q~idr+jr~d9*0idr)+~~ I//j0 

X ss c4djda (i = 1,2 ,..., n). (14) 
R 

Mit Hilfe der Matrizen kann man das System (14) in der 
folgenden Form darstellen 

(A+sC)P(s) = f (B+sD) (15) 

wobei 

aij = ss 1 grad &grad @j dD + 
s 

%e$dF (16) 
n ra 
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Aus den Gln (19) und (13) folgt die Gestalt der 
Waa~efunktion w(P). Nimmt man w(P) = C(P) an, so 
geht die Formel (19) in die Folgende 

di = 
IS 

C(T, -$*)dQ (20) 
R 

iiber. 
Urn die mittlere Zeitkonstante der Funktion T(P, s) 

zu gewinnen, ist es vorteilhaft den Ausdruck 

fim -$ [T{P, s)] 
s-o as 

z(P) = I_ 

T,(P) - T(P, t -+ Co) 
(21) 

auszunut~en. Nach der Einstelfung der angenliherten 
Losung T(PT s) in die GI. (21) ergibt sich 

(22) 

Die Losung des Systems (1.5) kann man folgender- 
massen darstellen 

‘u(s) = ;(A+sC)-“(B+sR)_ 

Daraus folgt 

(23) 

Y(uft + co) - lim [s\Y(s)J = A- *B (24) 
s-+0 

und (siehe ‘Mathematische~ Anhang’) 

liirt $ [sY(s)] = A- ‘(D-CA- ‘B). (25) 

Schliesslich erhHlt man die Beziehung, die in einer 
einfachen Weise die Berechnung der mittleren 
Zeitkonstante, der mit Hilfe der Gl. (2) beschriebenen 
Vor~~ngen, gestattet 

{~P),A--‘(D-CA-‘B)) 

rip) = T,(P) -4*(P)- (@(P),A- “B)‘ (26) 

Man kann beweisen, dass wenn die Funktionenfo~ge 

(4itp)>i= la7 em linear unabh~ngiges System bildet, ist 
A eine regulzre Matrix. Durch entsprechende Um- 
formungen, die den Rang der Matrix beibehalten, 
kann man A (ebenso wie C) aufdie Gramm’sche Matrix 
[l2] zuriickfiihren. Die Matrix A besitzt somit eine 
Kehrmatrix A- r. Man muss bemerken, dass die 
Formel (26) eine Ver~lgemeiRer~ng der in der Arbeit 
f3] angegebenen Beziehung (15) bildet. Setzt man 

voraus, dass ein FeId TjP, t) auf dem Rand f nur die 
Di~chlet~sche ~ndbe~ngung 

[ T(P, t) - l(t) - P-J,, = 0 (27) 

erfiillt und keine Innenquellen vorhanden sind, so 
ergibt sich 

z(P) = -$(@@‘),A-‘D). (28) 

Die Formdn (28) und (15) aus der Arbeit [3] sind 
Iquivalent. 

4. 

IO diesem Abschnitt werden einige Beispiele dar- 
gesteilt, die sich mit der instationaren Warme- 
tibertragung verbinden. Diese Beispiele bezwecken 
nur die Darstellung der Vorteile, der Konvergenz 
und Wirksamkeit der vorgeschlagenen Metbode. Es 
wird somit nur auf die eindimensionaien Probfeme 
bescht$nkt, obwohl die Methode, ebenso wie die altge- 
umeine Methode von Gaferkin, such fur die mehr- 
dimensiona~en Randwe~probieme anwendbar ist. 

Fin instationgres Feid 7(.x, f) erfuflt im Interval1 
0 < x < a die partielle, homogene Differential- 
gleichung 

-_CCT,, a2T 
ax2 at (29) 

die homogene Anfangsbedin~ng und die “gemischte’ 
Randbedingung 

( > ,2x 
ax 

= -_4, fiir t>O (30) 
.X=0 

a?- ( > X 
= -hT(a, t), fiir t 3 0. (3f) 

X=n 

Das abenstehende Randwertproblem besitzt fiir C 
=K -1 = const eine exakte Liisung in einer analy- 
tischen Form 

cosy,pexp 
c 1 

-r4 _tf. t 

x + s$- (32) 

wohei p = x/a und yi die aufein~de~o~gende~, 
positiven Wurzeln der Gleichung ~tgy = ah sind. Aus 
der Beziehung (1) folgt die mittlere Zeitkonstante 

Wenn C keine Konstante. sondern eine Funktion der 
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raumlichen Variable ist, d.h. 

C(P) = k- ‘C(P) (34) 

bereitet die Aufgabe der Bestimmung des Feldes T(p, I), 
mittels der analytischen Methoden, erhebliche 
Schwierigkeiten. Man kann dagegen die Galerkin’sche 
Naherungsmethode anwenden. 

Stellt man die Funktion c(p) als eine Summe der 
ersten k + 1 Glieder einer Potenzreihe dar 

c(p) = 5 q7PP (35) 
p=o 

so erhalt man nach der Annahme der folgenden 
Koordinatenfunktionen 

4itP) = Pi-' (36) 

die Elemente der entsprechenden Matrizen 

&xii = ah + 
s 

i +;$; dp 
0 

( 
0 fiir i+j<3 

= ah+ (i-l)(j-1) . 

i itj-3 
fur r+j > 3 (37) 

1 
cij = CqQjdp = K-l 

(38) 0 p$O i+j:Pp- 1 

bi = 
q fur c= 1 

0 fur i > 1 (39) 

di = 0. (40) 

In Anlehnung an die Gln (37) bis (40) wurden die 
numerischen Auswertungen der Zeitkonstante fur 
verschiedene Funktionen c(p) durchgefiihrt. Fur 
c(p) = 1 wurden die Ergebnisse mit der aus der Gl. (33) 
bestimmten Zeitkonstante verglichen. In der Tabelle 1 
wurden die Ergebnisse der folgenden Naherungen (n 
= 2,3,4,5) zusammengestellt. Die angegebenen Werte 
zeugen von Konvergenz der angewandten Methode. 

Tabelle 1. Ergebnisse der folgenden Naherungen 

04 

ABB. 1. Verlauf der Funktion j’(p) = ~@)/a in einer 
unendlich ausgedehnten Platte fiir verschiedene Funktionen 

C(P). 

Fur n = 6 war ein relativer Fehler kleiner als 10m6. Im 
Abb. 1 wurde die Verteilung dir Funktion f(p) 
= u-%(p) fur verschiedene Funktionen c(p) 
dargestellt. 

4.2 Die mittlere Zeitkonstante in einem Kreiszylinder 
Ein instationares Feld T(r, t) erfiillt im Interval1 

0 < r < R die inhomogene Differentialgleichung 

d2T 18T dT 
s+;r-Cat= -Q (41) 

die homogene Anfangsbedingung und die Rand- 

der Funktion f(p) = m(p)/a’ in einer unendlich 
ausgedehnten Platte (C(p) = const) 

ah n 0 0.25 0.5 0.75 1 

2 1.1667 1.2143 1.2778 1.3667 1.5000 
3 1.1667 1.2946 1.4028 1.4792 1.5000 

1 4 1.1667 1.2991 1.4028 1.4729 1.5000 
5 1.1667 1.2991 1.4028 1.4729 1.5000 

genau 1.1667 1.2991 1.4028 1.4729 1.5000 
2 4.7778 x 10-l 4.8947 x 10-l 5.0952 x 10-l 5.5185 x 10-l 7.0000 x 10-l 
3 4.7778 x 10-t 5.5855 x 10-l 6.3452 x 10-l 6.9769 x 10-l 7.0000 x 10-l 

5 4 4.7778 x 10-l 5.6678 x 10-l 6.3452 x 10-l 6.8032 x lo- 1 7.0000x 10-l 
5 4.7778 x 10-t 5.6678 x 10-l 6.3452 x lo-’ 6.8032 x 10 - ’ 7.oOoO x 10-l 

genau 4.7778 x 10-l 5.6678 x 10-l 6.3452 x 10-l 6.8032 x 10-l 7.0000 x 10-I 
2 4.0303 x lo- ’ 4.0882 x 10-l 4.1944x 10-l 4.4524 x 10-l 6.0000 x 10-l 
3 4.0303 x 10-l 4.7500 x 10-l 5.4444 x lo- ’ 6.0595 x 10-l 6.0000 x 10-l 

10 4 4.0303 x 10-l 4.8419 x 10-t 5.4444 x 10-l 5.8363 x 10-l 6.0000 x lo- I 
5 4.0303 x lo- 1 4.8419 x 10-l 5.4444 x 10-l 5.8363 x 10-l 6.0000x 10-l 

4.0303 x - genau 10 l 4.8419 x 10-l 5.4444 x 10-l 5.8363 x 10-l 6.0000 x 10-l 
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bedingung dritter Art 

= -hT(R, t) fiir t > 0. (42) 

Wenn C = const und Q = const, so ergibt sich die 
analytische Liisung dieses Problems 

und die Zeitkonstante stellt sich folgendermassen 

T(P) = 

wobei p = r/R und yi die aufeinanderfolgenden, 
positiven Wurzeln der Gleichung RhJ,(y)-yJ,(y) = 0 
sind. 

Es sollen die Funktionen &) und #I genauso wie 
vorher angenommen und die Funktion Q(p) wie folgt 
vorausgesetzt werden 

Gus der Gln (16) bis (18) und (20) erhrilt man 

R2aij = Rh+ 
I 

1 &&pdp 

I O fijr i+j=2 

= m+ (i-l)(j-1) fiir i+j#2 (46) 

i i+j-2 

c,j = s 1C$iq5jpdp = x--l f & (471 
0 p=o l+J+tp 

bi = ’ Q~ipdp = ~ : (48) 
0 ,,OE+P+ 1 

di = 0. (49) 

Die Ergebnisse der numerischen Auswertungen 
wurden in den Abbn. 2,3 und der Tabelle 2 dargestellt. 
Fiir c(p) = 1 und n = 6 wurden die Ergebnisse mit 
einem relativen Fehler von 10e5 gewonnen. 

4.3 Die mittlere ~~~t~~~st~nte in einer Kugel 
Ein instation~res Feld T(r, t), erfiillt im Interval1 

0 < Y < R die homogene Gleichung 

a9 2aT aT 
g+;~-c~=o 

02 --- ..--. -_1 
04 - 

jr 
b / ,:-g3 

4 

ABB. 2. Verlauf der Funktion f(p) = K+)/R* in einem 
unendlich langen Kreiszylinder fiir verschiedene Funktionen 

c(p) und Q(p) 3 1. 

Tabelle 2. Ergebnisse der folgenden NIherungen der Funktionf(p) = @)/Rx in einem unendlich langen 
Kreiszylinder (C(p), Q(p) = const) 

-- 

Rh n 0 0.25 0.5 0.75 1 

2 6.3333 x 10-I 6.2963 x 10-I 6.2500 x IO-’ 6.1905 x 10-l 6.1111 x 10-1 
3 6.5000x 10-l 6.4255 x 10-l 6.3636 x 10-l 6.3077 x 10-l 6.2500 x 10-l 

1 4 6.4524 x IO- 1 6.4392 x 10-l 6.3766 x IO-’ 6.2985 x 10-l 6.2500 x 10-l 
5 6.4583 x 10-l 6.4370x 10-l 6.3778 x IO - f 6.2991 x IO-’ 6.2500x IO-’ 

genau 6.4584x IO-’ 6.4370 x 10-l 6.3778 x lo- * 6.2991 x IO-’ 6.2500 x lo- I 
2 2.5385 x 10-l 2.5079 x IO-’ 2.4583 x 10.‘ ’ 2.3636 x IO-’ 2.1111 x lo-’ 

3 2.7857 x lo- 1 2.6355 x IO-’ 2.5217 x lo- ’ 2.4179 x 10-l 2.2500 x 1 IO- 
5 4 2.6837 x 10-l 2.66.56x 10-l 2.5528 x 10-l 2.3913 x 10-l 2.2500 x 10-l 

5 2.6964 x IO-’ 2.6607 x 10-l 2.5557 x 10-l 2.3928 x IO-’ 2.2500 x 10-l 
genau 2.6964 x 10-l 2.6607 x 10-l 2.5557x 10-I 2.3928 x 10-l 2.2500 x IO-’ 

2 2.0942 x 10 - 1 2.0741 x 10-l 2.0385 x 10-l 1.9583 x 10-l 1.6111 x10-l 
3 2.3750 x 10-l 2.2033 x IO- ’ 2.0790 x 10 - ’ 1.9706 x 10-l 1.7500 x 10-l 

10 4 2.2560 x 10-l 2.2386 x IO-’ 2.1165 x 10-I 1.9356 x 10-l 1.7500 x 10-l 
5 2.2708 x IO-’ 2.2329 x 10-l 2.1201 x10-l 1.9377 x lo- * 1.7500 x 10-l 

genau 2.2708 x 10-l 2.2329 x lo- I 2.1201 x 10-I 1.9377 x 10-l 1.7500x 10-l 

“NT 28:3-G 
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ABB. 3. Verlauf der Funktion f(p) = ~z(p)/R’ in einem 
unendiich iangen Kreiszylinder fiir verschiedene Funktionen 

44 und Q(P) = P’. 

die Anfangsbedingung b, = 0, (57) 

T(r,O)=T, fur Ofr<R (51) 

und die Randbedingung der dritten Art 

aT ( > - 
ar r=R 

= -hT(R, I) fiir t 2 0. (52) 

Wenn C = const, erhilt man die exakte Losung des 
Problems 

und die mittlere Zeitkonstante 

(53) 

wobei p = r/R und yi die aufeinanderfolgenden, posi- 
tiven Wurzeln der Gleichung yctgy = I- Rh sind. 

Nach der Annahme der ~unktionen c(p) und #i(p) in 
Gestalt (35) und (36) ergibt sich 

RZajj = Rh + 
s 

’ &c&p2 dp 
0 

r o 
fur i+j=2 

s 

1 
cij = CQi~jp’dp = K-l ~ 

% 
(56) 

0 p=rJ i+j+p+ I’ 

02 

01 

_ 
0 05 i 

Oi 

0 L___L_~~ m .-. --. p 
0 05 1 

ABB. 4. Verlauf der Funktionf(p) = m(p)/R' in einer Kugei 
fiir verschiedene Funktionen c(p). 

Die Ergebnisse der numerischen Auswertungen 
wurden im Abb. 4 und der Tabelle 3 dargestellt. Fur 
c(p) = 1 und n = 6 erhalt man die Naherung mit dem 
relativen Fehler der kleiner als 10m4 ist. 

5. SCHLUSSBEMERKUNGEN 

In der Arbeit wurde die Methode der numerischen 
3estimmung der mittleren Zeitkonstante mit Hilfe der, 
durch die Diffusionsgleichung beschriebenen Vor- 
gange vorgeschiagen. Zur Losung des Randwert- 
problems wurde die allgemeine Methode von Galerkin 
angewandt. Aus der Laplace’schen Transformation 
des gesuchten, instationaren Verlaufes T(P, t) wurde 
die allgemeine Abhangigkeit abgeleitet, die eine effek- 
tive Berechnung der Zeitkonstante ermdglicht. Die 
dargestellte Methode gestattet, die inhomogenen 
Eigenschaften des Raumes und die linearen Rand- 
bedingungen verschiedener Art zu beriicksichtigen. 
Die gewonnen Formeln bidden eine Verallgemeine- 
rung und Erweiterung der Ergebnisse der Arbeit 
[3]. Die Methode wurde an einigen Beispielen 
erlautert, die von ihrer Verwendbarkeit bei praktischen, 
numerischen Berechnungen zeugen. 

6. MATHEMATISCHER ANHANG 

Fiir die Matrizen A(s) und B(s) mit den Elementen 
aij(s) und bij(s) gelten folgende allgemeine Beziehungen 

(59) 



Ein Beitrag zur Bestimmung der mittferen Zeitkonstante van Diffusionsprozessen 619 

Tabefle 3. Ergebnisse der folgenden Ntierungen der Funktionf(p) = ~a(p)/R* in einer Kugel (C(p) = const) 

Rh n 0 0.25 0.5 0.75 1 
-_____ 

s 5.0000x 5.8333 x 10-l 10-l 4.8958 5.2083 x x 10-l 10-l 4.5833 4.5833 x x 10-l 10-l 4.0625 3.9583 x x lo- 10-l ’ 3.3333 3.3333 x x 10-l 10-l 
1 4 5.0000 x 10-l 4.8958 x IO-’ 4.5833 x 10-I 4.0625 x 10-l 3.3333 x lo-’ 

5 5.0000 x lo- 2 4.8958 x 10-l 4.5833 x 10-l 4.0625 x IO- ’ 3.3333 x lo- 1 
genau 5.0000 x 10-l 4.8958 x 10-l 4.5833 x lo- ’ 4.0625 x 10-I 3.3333 - x IO 1 

2 3.1667x 10-l 2.5417 x 10-l 1.9167 x 10-I 1.2917 x 10-l 6.6667 x 1o-2 
3 2.3333 x 10-l 2.2292 x 10-l 1.9167 x 10-l 1.3958 x 10-l 6.6667 x 10 - 2 

5 4 2.3333 x IO-’ 2.2292 x 10-l 1.9167 x 10-l 1.3958 x 10-l 6.6667 x lO-2 
5 2.3333 x 10-l 2.2292 x lo- ’ 1.9167 x 10-l 1.3958 x 10-l 6.6667 x lo-’ 

genau 2.3333 x 10-l 2.2292 x lo- 1.9167 x lo-’ 1.3958 x 10-l 6.6667 x lo-’ 
2 2.8333 x 10-l 2.2083 x 10-l 1.5833 x 10-f 9.5833 x lo- 2 3.3333 x 1o-2 
3 2.OoOO x 10-l 1.8958 x lo-’ 1.5833 x 10-l 1.0625 x 10-l 3.3333 x 10-L 

10 4 2.oooo x 10-l 1.8958 x lo- 1 1.5833 x 10-l 1.0625 x 10-l 3.3333 x lo-2 
5 2.0000x 10-l 1.8958 x 10-I 1.5833 x 10-l 1.0625 x 10-I 3.3333 x lo-* 

genau 2.0000x 10-l 1.8958 x 10-l 1.5833 x 10-l 1.0625 x 10-l 3.3333 x lo-2 

$AB) = gB+A$ 
Wenn A(s) eine quadratische Matrix und n eine game 
positive Zahl ist, so [12] 

4 

s$ = i A’-’ ?!5An-’ 5. 

(61) 
j=l 

CIA-” 
p= 

ds 
_A-“zAw”. 

6. 

(62) 

Daraus fofgt 7. 

$ [sY(s)] = [(A + SC) - ‘(B + SD)]’ 8. 

= [(A + SC) -. ‘]‘(I% + SD) 
9. 

+(A+sC)-‘(B+sD)’ 10. 

= (A+sC)-‘[-C(A+sC)-‘(B+sD)+D-J II. 

(63) 

und die G1. (25) 
12. 

~_&[sY(s)] = A-‘(D-CA-‘B). (64) 13. 

14. 
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CONTRIBUTION A LA DETERMINATION DE LA CONSTANTE DE TEMPS 
EQUIVALENTE DES MECANISMES DE DIFFUSION 

R~~~-LamCthodedeGaferkina8tbappIiqu6eterminationdelaconstantede tempsdesmbanismes 
de diffusion. Apr&s avoir itabfi la rkponse g une fonction bhelon, fes formules g&&ales sont obtenues pour 
prendre en compte des conditions aux fimites de diff&entes esp&ces. La methode est illust&e par des exempfes 

numbriques. 
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CONTRIBUTION FOR THE DETERMINATION OF THE EQUIVALENT TIME CONSTANT OF 
DIFFUSION PROCESSES 

Abstract-In the paper the general Galerkin method has been applied for the determination of the equivalent 
time constant of diffusion processes. After establishing the step function response the general formulas have 
been obtained, which allow for the consideration of boundary conditions of various kinds. The method has 

been illustrated with some numerical examples. 

06 OflPEflEJlEHMM 3KBMBAJlEHTHOfi flOCTOIIHHOn BPEMEHM 
flH(WY3MOHHbIX fIPOuECCOB 

AmoTawn-B pa6OTc 06mCi MelOU I‘anepKHHa rlpHMeHeH &TR O”pcncaeHHa 3KBMBa,,eHTHOfi 
nOC?OaHHOti apeMeHs fiH@i$y3HOHHblX “pOueCCOB. Ha OCHOBaHllM OTKJlHKa CTynCHWTOti @‘HKLMki 

nonyseabl o&use +opMynbl. n03ao.1ammMe yqMTbmaTb rpanHsnble ycnomis pa3nltgnoro pona. 
MeTOn II~~M~JI~C~~I~~OB~H qMcnoablMM npMMepaMH. 


